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Statistischer Kennwert é’

= Wir fuhren ein neues Symbol ein, das von nun an Platzhalter fiir einen statistischen Kennwert steht,
der auf Basis einer Stichprobe berechnet wurde:

Statistischer Kennwert: 0

Als statistische Kennwerte werden quantitative MaRRe bezeichnet, die eine Eigenschaft von

?ﬁgﬂ Stichprobendaten in einer Zahl zusammenfassen. Das Symbol 9 dient dabei als allgemeines

Symbol statistische Kennwerte.

m Zu statischen Kennwerten zahlen nicht nur Lage- und Streuungsmale, die eine Variable
beschreiben (z.B. Mittelwert Z, Varianz 62), sondern auch zwej Variablen (z.B. Korrelation p,
Regressionskoeffizient b1) oder noch mehr Variablen (= Statistik 2).
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Was ist Inferenzstatistik?
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Die statistische Prozess in der Psychologie auf einen Blick: eine
Teilmenge von Versuchspersonen wird aus der Population gezogen
— die Stichprobe. In der Stichprobe werden Daten
(z1,x2,...,2T,) eines Merkmals X gemessen. Mit Methoden der
deskriptiven Statistik werden Kennwerte in der Stichprobe
beschrieben (z, s2, 7). Letztendlich ist das Ziel ein Riickschluss
auf die wahren Parameter @ der Population (i, 0%, p) und das
Testen von Hypothesen (iber die Population. Bildnachweis!
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= |n den vergangenen Vorlesungen haben wir
kennengelernt, wie Merkmale in Stichproben
quantitativ beschrieben werden kdnnen — wir haben
deskriptive Statistik betrieben.

= |n den meisten Fallen ist das Ziel in der Psychologie
allerdings nicht die Beschreibung der spezifischen
Stichprobe, sondern ein Riickschluss - eine Inferenz,
eine Verallgemeinerung - auf die Population.

= Die Mathematik hinter diesem Inferenzprozess ist
Gegenstand der Inferenzstatistik.
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Was ist Inferenzstatistik?

Zufallsziehung

Population /\

Stichprobe

T 82 r

Riickschluss (Inferenz)
0 ([, 62, D, ...)

Zentrale Frage: Ist das Ergebnis meiner Studie eine gute Schatzung fur die wahren Verhaltnisse in der
Population?
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Verteilung

= Verteilungen kennen wir bereits aus der Vorlesung 04 zu Lage- und Streuungsmalien.

= Wir unterscheiden zwischen empirischen Verteilungen, die etwa in der Form von Histogrammen
dargestellt werden...

Absolute Haufigkeit Relative Haufigkeit
Ubernachtungspreise von AirBnB Appartements in Potsdam Ubernachtungspreise von AirBnB Appartements in Potsdam

Summe aller Balken Summe aller Balken
750 = StichprobengréBe n = 0 = Gesamtwahrscheinlichkeit 1
501 : 0.10
N II in i II Il

0
Intervallgrofie Intervallgrc[ie
(binste) 100 200 100

bi
hier: 10€ Preis (€) ﬁ.!er: S'foee) Preis (€)

o
-
w

S
N

Anzahl

a
=]

Wahrscheinlichkeit

= ... und theoretischen Verteilungen, die durch eine mathematische Funktion f(x) definiert sind
und fiir jede Merkmalsauspragung x die Haufigkeit f(x) angeben:
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Stichprobenverteilung

Empirische und theoretische Verteilungen gibt es nicht nur fiir Merkmale X, sondern auch fiir

statistische Kennwerte 6, die fiir das Merkmal X auf Basis einer Stichprobe bestimmt wurden — zum
Beispiel Mittelwert . Man spricht dann von einer Stichprobenverteilung.

Wie aber kann ein statistischer Kennwert eine Verteilung aufweisen?

Zwei Moglichkeiten B
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Stichprobenverteilung

Empirische Stichprobenverteilung
m Dieselbe Studie wurde tatsdchlich mehrmals durchgefiihrt und es wurde

A ] _ .
jeweils der statistische Kennwert @ =~ bestimmt (z.B. :c(J) ).

~J
= Die resultierende Verteilung der Kennwerte @ ~ ist die empirische
Stichprobenverteilung.

= Diesist die Idee der Metaanalyse, die eine Vielzahl empirischer Studien
zusammenfasst und analysiert (= Vorlesung 13).

Theoretische Stichprobenverteilung

= Esgibt nur eine Studie mit Kennwert @ und die Uberlegung ist, wie sich die
Kennwerte bei einer hypothetischen wiederholten Durchfiihrung der Studie
verteilen wurden.

m Die erwartete Verteilung lasst sich mathematisch ableiten und wird als
theoretische Stichprobenverteilung f(6) bezeichnet.

A

= f(6) erlaubt eine Einschatzung dariiber, wie stabil die Kennwertschatzung
bei (hypothetischen) Wiederholungen der Studie sein wirde.

= Die theoretische Stichprobenverteilung ist der zentrale Ansatz der
Inferenzstatistik.
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Die empirische Stichprobenverteilung
besteht aus tatsachlich erhobenen Studien.
Die Verteilung empirischer Stichprobenkenn-

werte éj folgt im Idealfall (u.a. kein

Publikationsbias, grofles n pro Stichprobe)
einer Normalverteilung.

£(0)

A

0

Die theoretische Stichprobenverteilung ist

durch eine Funktion f(6) gegeben. Ist die

Stichprobengrofte 1 groR, kann fur die
theoretische  Stichprobenverteilung eine
Normalverteilung angenommen werden.



Experiment zur Stichprobenverteilung: Wirfeln
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Stichprobenverteilung: Beispiel

Gedankenexperiment: Wir nehmen an, die Population besteht nur aus 9 Mannern und wir kennen von
allen Mannern die Nasenlange:

Population (Nasenlangen in cm)

7 5 9 3 5 4 6 8 7

In diesem Gedankenexperiment kennen wir also den wahren Mittelwert der Population. Er betragt
@ = b6cm.

Nun betrachten wir eine Studie, in der 3 Manner untersucht werden. Wir ziehen also eine zufallige
Stichprobe n = 3 aus der Population.
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Stichprobenverteilung: Beispiel

Unsere zufallige Stichprobe kdnnte folgende drei Manner aus der Population umfassen:

7 5 9 3 5 4 6 8 7 ™r=7icm

... oder diese drei Manner:

7 5 9 3 5 4 6 8 7 ™T=5cm

... oder diese drei Manner:

7 5 9 3 5 4 6 8 7 ™T=0cm
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Stichprobenverteilung: Beispiel

... oder diese drei Manner:

7 5 9 3 5 4 6 8 7

... und so weiter

m) T =5,67cm

= Jeder Mittelwert ware eine Schatzung flir den wahren
Populationswert.

MM W
o O
1 L

= Die gesammelten Mittelwerte all dieser hypothetischen Studien
konnen nun ebenfalls in ein Histogramm eingetragen werden (in
braun).

[
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L

=
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1

Absolute Haufigkeit

= Wie wir noch sehen werden, lasst sich die Verteilung des

o
1

Histogramms auch auch mathematisch beschreiben und fihrt ‘:\,aseméﬁge {cm?

zur theoretischen Stichprobenverteilung (im Bild rechts schon
einmal durch die schwarze Kurve angedeutet).
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Stichprobenverteilung: Beispiel

Was lernen wir aus dieser Verteilung?

= Obwohl es nur einen wahren Mittelwert gibt, weichen die einzelnen Studienergebnisse mehr oder
weniger davon ab. Die Studienergebnisse haben eine Bandbreite.

= Die Bandbreite gibt einen Anhaltspunkt fir die Genauigkeit der Schatzung des
Populationsmittelwertes, die mit einer einzelnen Stichprobe erzielt werden kann.

= Ein wichtiges Ziel der Inferenzstatistik ist, diese Bandbreite mit mathematischen Methoden
abzuschatzen, so dass nicht wie im Gedankenexperiment tatsachlich viele Wiederholungen einer
Studie notwendig sind.
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Stichprobenverteilung der Mittelwerte
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Stichprobenverteilung

Ubertragen wir nun das Gedankenexperiment auf die Realitat:

= Population seien nun alle Manner in Deutschland.

= Sie haben eine einzelne Studie durchgeflihrt (also eine Stichprobe aus der Population gezogen).

:::I_-...I Das Histogramm zeigt nun wieder die Verteilung der Daten
v, in einer einzelnen Studie!
o 10 1
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= Als Mittelwert erhalten Sie x = 5.5¢cm.
= |[hnen ist nun klar, dass das dieser Mittelwert nur eines von vielen méglichen Ergebnissen ist.

= Beim Wiederholen derselben Studie wiirde also - rein zufallsbedingt - einen etwas anderen
Mittelwert erhalten.
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Theoretische Stichprobenverteilung

Wie sieht die zu erwartende Stichprobenverteilung aus, wenn ich, anders als im Gedankenexperiment,
nicht alle méglichen Stichproben betrachten kann?

Mit anderen Worten: kann man abschatzen, wie die Verteilung von Stichprobenkennwerten erwartbar
aussehen wurde, wirden wir die Studie - rein hypothetisch - unendlich oft wiederholen? Die Antwort
lautet JA und fihrt Gber die mathematischer Herleitung der theoretischen Stichprobenverteilung.
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Theoretische Stichprobenverteilung
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Als erste Frage stellt sich: durch welche grundlegende mathematische Funktion lasst sich die

theoretische Stichprobenverteilung beschreiben?

Die Antwort auf diese Frage lasst sich aus dem zentralen Grenzwertsatz ableiten, demzufolge viele
naturliche Merkmale normalverteilt sind, weil sie sich aus einer Summe von Zufallseffekten

(Genetik, Umwelt, Erziehung, usw.) zusammensetzen.

Die zentrale Erkenntnis ist nun, dass sich die gleiche Logik — Summe von Zufallseffekten — auf

statistische Kennwerte 8 wie den Mittelwert bertragen 3sst!

Haufig kann als Stichprobenverteilung daher die Normalverteilung angenommen werden.

Beispiel: statistischer Kennwert 6 = Mittelwert

Nehmen wir 7 = 1..k hypothetische Studien an, die jeweils einen
Mittelwert /) berechnen. Jeder Mittelwert basiert auf der Summe (22)
von zufallig gezogenen Daten (ng)) aus einer Stichprobe. Gemal} dem
zentralen Grenzwertsatz erwarten wir daher im Grenzfall (d.h.

StichprobengroRe  gegen ), dass die Mittelwerte einer
Normalverteilung folgen.
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Theoretische Stichprobenverteilung

= Nochmals in anderen Worten: ziehen wir sehr viele Stichproben aus der Population, berechnen fur

jede Stichprobe einen statistischen Kennwert 8, so sind diese Kennwerte haufig normalverteilt —
und zwar unabhangig von der Verteilung der zugrundeliegenden Merkmalsvariable X!

A Population A Verteilung der Stichproben-
(beliebige Verteilung) mittelwerte ist normalverteilt!

Entnehme viele Stichproben

Stichproben-

Grofle jeder Stichprobe = n :
verteilung

Mittelwerte z;

LIm o
Al 7
. 73 :
- [! -
p o Y T
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Theoretische Stichprobenverteilung

Zu beachten ist, dass der zentrale Grenzwertsatz streng genommen nur fur den Grenzwert gilt,
d.h. wenn die StichprobengrofRe n sehr grold wird. Als Faustregel gilt fur den Mittelwert etwa
gilt, dass ab = 30 die Stichprobenverteilung hinreichend genau durch die Normalverteilung
beschrieben werden kann.

(&& Bei anderen statistischen Kennwerten, v.a. solchen, die auf einen endlichen Bereich
“s  beschrankt sind (z.B. Korrelation -1 bis +1, relative H&ufigkeiten 0 bis 1), gilt die
Normalverteilungs-Ndaherung bei typischen StichprobengréRen wie n = 30 nicht ohne
Weiteres.
In diesem Fall werden andere — asymmetrische — Funktionen als die Normalverteilung fir die
Stichprobenverteilung angenommen (= Vorlesung 12).
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Theoretische Stichprobenverteilung

Die Form der theoretischen Stichprobenverteilung (SV) ist also
geklart (zumindest im Grenzfall n — o0): Normalverteilung.

Dass eine Zufallsvariable wie hier é normalverteilt ist, wird p
haufig auch mit folgender Notation zum Ausdruck gebracht: 1(0)

0 ~ N (usv, osv)

(in Worten: wir nehmen an, dass potentielle Stichprobenkennwerte 6@ einer

~

Normalverteilung N” mit Mittelwert gy und Standardabweichung ogy folgen)

(RN

Zwei Informationen fehlen nun noch:

1. Was ist der Mittelwert (ugy ) der theoretischen Stichprobenverteilung?

2. Was ist die Streuung (oqy) der theoretischen Stichprobenverteilung?
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Mittelwert der theoretischen Stichprobenverteilung

= Kann von einer Normalverteilung fur die Form der Stichprobenverteilung ausgegangen werden, ist
die beste Schatzung fiqy fiir den Mittelwertsparameter gy der Stichprobenverteilung der
statistische Kennwert selbst (z.B. Z, 7).

= Der Mittelwert llsv der Stichprobenverteilung ist identisch mit der besten Kennwertschatzung 6
des wahren Populationsparameters 6.

Beispiel: statistischer Kennwert 6 = Mittelwert

Ist der Mittelwert der betrachtete statistische Stichprobenkennwert
so gilt:

Hsy =T
Die theoretische Stichprobenverteilung wird also in diesem Fall um
den Stichprobenmittelwert £ herum konstruiert.

Syt
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Streuung der theoretischen Stichprobenverteilung

Bleibt die Frage nach dem Streuungsparameter ogy der theoretischen Stichprobenverteilung: woher
wissen wir, wie die Ergebnisse von hypothetischen Stichproben streuen wirden?

) Population (Nasenldngen in cm)
Gehen wir dazu zu unserem

Gedankenexperiment zurick:
7 5 9 3 5 4 6 8 7
Was wurde die Streuung der hypothetischen Einzelstichproben verkleinern?

1. Wenn die Stichproben groRer ist als lediglichn = 3 Personen (z.B.n = 6)
- damit lagen die Mittelwerte der Einzelstichproben idR naher am wahren Mittelwert!

2. Wenn die Population grundsatzlich eine geringere Streuung o aufweist
- damit wurden auch die Mittelwerte der Einzelstichproben weniger streuen.

Der Streuungsparameter ogy der theoretischen Stichprobenverteilung muss also eine Funktion der
Stichprobengrofie n und der Streuung o in der Population sein.

osv — f(n,a)
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Streuung der theoretischen Stichprobenverteilung

= Kann fur die Stichprobenverteilung eine Normalverteilung angenommen werden, so wird die
Streuung ogy als Standardfehler (engl. standard error) oder se bezeichnet.

ogy — S€
= Da wirin der Regel ogy bzw. se nicht kennen und als se schiatzen miissen heiltt es in der Praxis:
osy = Se

= Der Standardfehler ist die Standardabweichung
der normalverteilten Stichprobenverteilung um

den Mittelwert 0. de

> W
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Beispiel: Standardfehler des Mittelwertes

Beispiel: statistischer Kennwert 6 = Mittelwert

Beim statistischen Kennwert “Mittelwert” berechnet sich der
Standardfehler als Standardabweichung der Population o geteilt
durch die Wurzel aus der StichprobengroRe m (“Wurzel-N-
Gesetz”):

R . o
Standardfehler des Mittelwertes: ogy = Sse = ——
Jn
In der Regel kennen wir die wahre Standardabweichung o der
Population nicht und schitzen sie deshalb (wie gehabt) als o auf
Basis der Stichprobe. Siehe Bonuscontent flir eine Herleitung des

Standardfehlers des Mittelwertes.

= |ntuitiv sagt der Standardfehler des Mittelwertes aus, wie sicher wir uns bei der Bestimmung des
Mittelwertes sein konnen:

= Grolder Standardfehler: Gemessener Mittelwert ist eher unsicher

= Kleiner Standardfehler: Gemessener Mittelwert ist eher sicher
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Zwischenfazit
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Die theoretische Stichprobenverteilung folgt einer Normalverteilung (falls n grof3 genug) mit einem
Mittelwert, der dem statistischen Kennwert entspricht, und einer Standardabweichung, die sich
aus der Populationsstreuung o und der Stichprobengrofie n berechnet (der sog. Standardfehler).

= Der Standardfehler gibt dartiber Auskunft, wie verlasslich unsere Schatzung des statistischen
Kennwertes ist.

= Wie wir noch sehen werden umfasst 1se die mittleren 68% der méglichen Ergebnisse in der
theoretischen Stichprobenverteilung.

x

Beispiel

Nehmen wir an, die Nasenlangen der Manner in unserer Studie weisen
eine durchschnittliche Lange von 6¢m auf und einen Standardfehler
(des Mittelwertes) von 0,5¢cm.

Wir kdnnen damit sagen, dass der Bereich
T +se=6+0,5=[5,5;6,5]
68% der Stichprobenverteilung umfasst.

In Vorlesung 12 werden wir noch feststellen, dass wir (leider) nicht schlussfolgern
konnen, dass der wahre Populationsmittelwert & mit 68% Wahrscheinlichkeit in

diesem Intervall liegt.

a

Il se

—1se

68 % der
Werte
]

5,5
X

6,5

6

| —
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Interpretation des Standardfehlers

Wie kann man den Wert eines Standardfehlers interpretieren?

= Prinzipiell gilt: je kleiner, desto praziser ist die Kennwertschatzung auf Basis der Stichprobe.

= Allerdings ist der Standardfehler keine standardisierte Gréfbe wie z.B. Cohen’s d, sondern hangt von
den gewahlten Einheiten der Variable X ab.
= |nterpretation ohne Kenntnis der Einheit/Messskala nicht moglich.

= Anhaltspunkt: Vergleich/Verhaltnis des Standardfehlers zum Wertebereich Skala (z.B. Ratingskala 1-
10) oder zur Standardabweichung in der Stichprobe:

Im Nasenldngen-Beispiel galt x = 6¢cm und se = 0,5¢m. Nehmen wir an, die Standardabweichung von

Nasenlangen in der Stichprobe wurde zu 5em gemessen, also ¢ = 5em. In diesem Fall betragt der Standardfehler

x — unser MalR fur die Prazision der Mittelwertmessung — 10% der Streubreite des Merkmals in der Stichprobe. Dies
Beispiel entspricht einer recht guten/prazisen Schatzung des Mittelwertes.

(Als kleine Ubung: wie hoch muisste in diesem Beispiel die Stichprobenzahl gewesen sein? (Antwort: n = 100)
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Verwendung des Standardfehlers in der Praxis

= |m Text wird der Standardfehler des Mittelwertes oft in folgender Form angegeben:

M = 3.2+ 0.6 (SEM).

= Wichtig: es sollte prinzipiell immer angegeben werden, um was fur ein Streuungsmal} es sich handelt (SEM ist
hier die gelaufige englische Abkurzung fiir standard error of the mean).

= |n Abbildungen wird der Standardfehler ahnlich wie die Standardabweichung haufig in Form von
Fehlerbalken dargestellt:

SD SEM SEM

Es ] , 3

g_)n 6 { 6- 1 6 .

c 5 51 : 5 3
M 1 44 4

[ ]

8 3 3 3

p 2 21 2

=2 1 14 1

Manner Frauen Manner Frauen Manner Frauen

m |st das Hauptinteresse ob sich Experimentalbedingungen in ihrem Mittelwert unterscheiden, ist
der Standardfehler aussagekraftiger als die Varianz oder Standardabweichung,.

= Siehe Bonuscontent fiir eine Ubersicht von Standardfehlern fiir bekannte statistische Kennwerte.
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[[ Zusammenfassung ] ]

Das grundsatzliche Ziel der Inferenzstatistik ist es die Verallgemeinerbarkeit
von Stichprobenkennwerten auf die Population zu untersuchen.

Eine wichtige Frage ist dabei, wie prazise Schatzungen von

Populationskennwerten 6 auf Basis der Stichschatzungen 6 sind.

Generelle Idee: Was wurde passieren, wenn die Studie unendlich oft durch-
~(J

gefiihrt (j=1,2,..) und jeweils der Stichprobenkennwert @ bestimmt wiirde?

Dies fiihrt zur theoretischen Stichprobenverteilung f(é)

Fur f(6) kann aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes haufig eine
Normalverteilung angenommen werden.

Der Mittelwert ugy der normalverteilten Stichprobenverteilung ist der

Kennwert é selbst und ihre Standardabweichung ogyv wird als
Standardfehler se bezeichnet.

o

Beispiel Kennwert § = Mittelwert z: gy = &, Ogy = Se =

B

Vorlesung 08: Inferenzstatistik
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Standard deviation or error?

rofessor, should I use ' [ Because: 1. Most im ortanfy,
standard deviation, - B8 : it looks better.

Bildnachweis?
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Bonuscontent
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Herleitung des Standardfehlers des Mittelwertes

Der Standardfehler des Mittelwertes ist ein MaR fiir die Variabilitat der Stichprobenmittelwerte x
— dies konnen wir zunachst uber die Varianz zum Ausdruck bringen:

= Var(z)

. _ 1 .
Wir wissen, dass = — > X, also:

se’ = Var(z) Var( ZX)

Um das — aus der Varianz herausziehen zu konnen, versichern wir uns einer kleinen Rechenregel:

1 2
Var(aX) = —(aX; — aZ)’ = a—(Xz- —z)’ = d’Var(X)
n n

Daraus folgt:

1
= —Var ( g Xi)
n2
Vorlesung 08: Inferenzstatistik




Herleitung des Standardfehlers des Mittelwertes
. , 1
Zwischenergebnis se? = EVCLT (Z Xi)

= Die Summe in der Varianz stort noch. Glucklicherweise gilt, dass die Varianz der Summe von
unabhangigen Zufallsvariablen X; gleich der Summe der Varianzen ist, d.h.

Var (Z Xz-> = Z Var(X;)

= Daraus folgt:

se’ = :—2 ZVar(Xi) = %(n : Va’l“(Xi)) = lVCL"“(Xz‘)

n n

= Nun sind wir fast am Ziel. Da die Varianz der X nichts anderes als die quadrierte
Standardabweichung o? ist, gilt:

se’ = — bzw. se =

o
n N.D

Vorlesung 08: Inferenzstatistik
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Ubersicht Standardfehler
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MalR Standardfehler Einschrankung
Mittelwert se(x) = %
Median se(x) = \/g\jﬁ Annahme: Normalverteilung von X
Varianz se(s?) = % 52 Annahme: Normalverteilung von X
Standardabweichung se(s) = ﬁ Naherung; Annahme: Normalverteilung von X

- Naherung; Hinweis: laut neuerer Forschung ist
forrelation se(p) = 171_—,02 se(p) = 111__'632 sogar ein noch besserer Schatzer®

Cohen’s d (abhangige
Messungen)

Naherung

Cohen’s d (unabhangige o(d) = ny+ny
Messungen) a

Nitzliches Paper®
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