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Der Forschungsprozess

Auf Basis einer neuen/aktualisierten Theorie
ergeben sich haufig neue Fragen und Hypothesen

Wundern, Raten, Fragen
(best case: bereits eine Theorie)
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Wahrscheinlichkeitsverteilung

0.025

Wir kennen nun die Form und die Formparameter (Mittelwert, "%
> 0.015 4

Standardfehler) der theoretischen Stichprobenverteilung. &=

Mathematisch handelt es sich bei der Funktion, die diese Verteilung 00107
beschreibt, um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. 0.0051
0.000

0 2 4 6 8 10
Nasenlange (cm)

Defin Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine mathematische Funktion, die jeder
ition Merkmalsauspragung auf der z-Achse einen Haufigkeitswert f(x) auf der y-Achse zuweist.

Um dieses Konzept zu verstehen, verlassen wir kurz die ldee der Stichprobenverteilung und gehen
zuruck zu einem Konzept, das wir bereits kennen: relative Haufigkeiten, dargestellt als
Histogramme.

£ 0.25 1
Zur Erinnerung: Histogramme stellen die Haufigkeit der % 0.20
urspringlichen Merkmalsvariable in einer Stichprobe oder 3 0.15
Population dar. Wird die relative Haufigkeit aufgetragen, handelt P 0.10 |
es sich dabei um eine empirische E 0.05 -
Wahrscheinlichkeitsverteilung. & 0.00 -

0 2 4 6 g 10
Nasenlange (cm)
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Wahrscheinlichkeitsverteilung

= Bei der relativen Haufigkeit in Histogrammdarstellung wird fur
jedes Intervall der untersuchten Variable abgetragen, welcher Anteil

der Versuchspersonen das Merkmal im jeweiligen Wertebereich tragt.

= Die Breite des Intervalls - auch Kategorienbreite d genannt - ist
dabeiim Fall von empirischen Daten immer ein Kompromiss zweier
Faktoren:
1. Auflosung: je schmaler das Intervall, desto besser die Auflosung.

2. Fallzahl: je breiter das Intervall, desto hoher die Zahl der Falle in diesem
Intervall, desto besser die Schatzung flir die Haufigkeit.
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Wahrscheinlichkeitsverteilung

Wie ist es nun, wenn wir die mathematische Funktion kennen, die eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
beschreibt?
Beispiel Normalverteilung:

= |n diesem Fall ist uns fur jedes Intervall und fur jede noch so kleine Kategorienbreite der
wahre y-Wert bekannt ist (wir kennen ja die Funktion).

= Wir konnen also die Kategorienbreite beliebig klein wahlen, und wussten immer noch den prazisen
Wahrscheinlichkeitswert.

Kategorienbreite d = 2cm Kategorienbreite d= 1lcm  Kategorienbreite d = 0.5cm Kategorienbreite d = 0.2cm

=
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Wahrscheinlichkeitsverteilung

Kategorienbreite d = 2cm

Relative Haufigkeit

0 2 4 6 8 10

Kategorienbreite d=1cm  Kategorienbreite d= 0.5cm Kategorienbreite d= 0.2cm

0.2 - 0.10 - 0.04 -
0.1 1 0.05 - 0.02 A
0.0 - 0.00 - 0.00 -
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Nasenlange (cm)

= Je kleiner die Kategorienbreite, desto geringer werden die relativen Haufigkeiten
= Beispiel: die relative Haufigkeit, dass ein Merkmal im Intervall [6; 8] liegt ist groRer, als die relative Haufigkeit,
dass das Merkmal im Intervall [6; 7] liegt.

= FUr jede gewahlte Kategorienbreite ist die Summe aller Balken allerdings weiterhin 1, denn die
Wahrscheinlichkeit, dass das Merkmal irgendeinen der Werte annimmt, muss 1 sein.

» Fird — 0 gehen die y-Werte gegen Null
= Beispiel: die Wahrscheinlichkeit, dass Nasen eine bis auf die unendlichste Nachkommastelle prazise Lange haben

(z.B.4,318264812357218735....cm) ist Null.

= Diese Uberlegung fiihrt uns zur Dichtefunktion &
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Wahrscheinlichkeitsdichte

Geht die Kategorienbreite gegen 0, wird die Wahrscheinlichkeit(sverteilung) zur
Wahrscheinlichkeitsdichte(verteilung).

Wie kann man sich “Wahrscheinlichkeitsdichte” vorstellen?

= Wir kennen das Konzept der “Dichte” bei Stoffen: z.B. ist die Dichte von Eisist ca. 0,918 9/, 5, d.h.

m3?
dass sich in einem 1em?® Wirfel ein knappes Gramm Eis befindet.

= Eine Dichte ist also immer eine bestimmte Masse pro Maldeinheit.

Wir kdnnen daher Wahrscheinlichkeitsdichte wie folgt definieren:

Dlﬁ];'z Wabhrscheinlichkeitsdichte = Wahrscheinlichkeits(masse) pro MaReinheit

= Die Maleinheit ist durch die Skala unseres Merkmals gegeben:
Wahrscheinlichkeit pro Zentimeter Nasenlange, Wahrscheinlichkeit pro 1Q-Punkt,
Wahrscheinlichkeit pro Fragebogenpunkt
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Wahrscheinlichkeitsdichte

Da die Funktion der Normalverteilung

1 iz
fle) = —=e (%)

fir beliebig “feine” x definiert ist, handelt es sich bei ihr in der Tat um eine
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.

f(x)

= Wichtig: Die Flache unter Dichtefunktionen ist gleich 1:

/_ : H(z)dz = 1

Die Fléche
unter der
Kurve
betrdgt 1

.. im Fall der Normalverteilung sorgt daftir der Normalisierungsfaktor L
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Wahrscheinlichkeitsdichte

Um aus einer Wahrscheinlichkeitsdichte eine Wahrscheinlichkeit zu erhalten, muss die Dichte Uber
einen bestimmten Wertebereich des Merkmals summiert (integriert) werden.

Ware die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Nasenlangen im Intervall [2cm; 4cm)| konstant gleich 0,1, so wére die
k Wahrscheinlichkeit einer Nasenlange in diesem Intervall gleich:

Beispiel o . . o
P Wahrscheinlichkeit = Intervallgrote - Wahrscheinlichkeitsdichte = 2cm - 0,1em™ = 0,2
= Mathematisch beschreiben wir diese Operation als ein % o5 |
. =2
Integral: % 0.20 Wahrscheinlichkeit,
) dass sich das
S 0.15 A Merkmal im Bereich
I E [2cm:4cm] befindet
Plxg <z <xp) = / f(z)dzx g~
vi 0.05
o =
2 0.00 b=
. . . . . . 0 2 4 6 8 10
= P ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Merkmal einen Wert Nasenlinge (cm)
zwischen xy (Untergrenze) und x; (Obergrenze) aufweist. Beachte, dass im Bild die Wahrscheinlichkeitsdichte

(anders als im Beispiel oben) nicht konstant

= Das Integral setzt die Wahrscheinlichkeit P(xg < ® < @y)  2wischen2cmund demist
mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) in Verbindung.
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Wahrscheinlichkeitsdichte: Beispiel

v
Lassen wir die Vereinfachung im vorherigen Beispiel fallen, 5 05
dass die Wahrscheinlichkeitsdichte im Bereich [2cm; 4cm)] % 0.20 - Wahrscheinlichkei
konstant ist. Stattdessen nehmen wir an, dass Nasenlangen in E 0.15 - Merkmal im Bereict
der Population normalverteilt sind, mit Mittelwert & = 5 und g 0101
Standardabweichung o = 1,5. 2 005
Frage: wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig = °* 5 2 4+ & & »

. . .o . N |
gezogene Nase aus der Population eine Lange zwischen asenlange (cm)

2cm und 4¢m hat?

P2 <z < 4) /4f( \dz = ( “‘_“’)2)d
x — x ex x =
- 0\/277 P 202
Tr — 5) ) (Computer!)
ex dx ~ 0,23
1 ,D/ 2T / P ( 2.1,5%
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Verteilungsfunktion

ol
Die Integration einer Wahrscheinlichkeitsdichte bis zu einem 5 o251
g=]
bestimmten Wert x ist ein sehr haufiger Fall im Umgang mit £ o.20- Wahrscheinlichkeit,
. e . . . . . . . v dass sich das
Wahrscheinlichkeitsdichten. Daher definieren wir daflr eine S 0.15 - Merkmal im Bereich
—= - ; ETinae
eigene Funktion, die Verteilungsfunktion F'(x): g o10-
T A 0.05 -
! K
j— f(w g 0.00 — T T |T T f

Die Verteilungsfunktion F’ gibt uns den Flacheninhalt der Dichtefunktion f “links von x” an.

Nehmen wir wieder die normalverteilte Nasenlangen-Population an mit

Mittelwert ~p© =25 und  Standardabweichung o =1,5. Die g
Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig gezogene Nase eine Lénge von 3 "]
héchstens 4em  hat, ist gegeben durch den Wert F(4) der g ] assicndas
Verteilungsfunktion dieser Normalverteilung: Cha [00-4¢m] befindet
‘S 0.10 1
Beispiel / f dm -Fé 0.05
S N
lange (cm)
5 (Computer!) Nasen
/ ( —)) dr' 0,25
e 5\/271' 21,5
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Verteilungsfunktion

Q
Mithilfe der Verteilungsfunktion, lasst sich nun das Integral S 0251
1 £ 0.20 Wahrscheinlichkeit,
% dass sich das )
Plzg <z <a)= | flz)de g o il v
T ‘g 0.10 -
S
mit dem wir die Flache zwischen einer Untergrenz x| £
D.OD ! T T T T T
Obergrenze 1 berechnen, auch folgendermalen aufstellen: = Tt 1
Lo I
Plzg <z <z1) =F(x1) — F(x))
e
S 0.25-
7
.ﬁ 0.20 1 Wahrsc_heinlichkeit,
Die eingezeichnete Flache aus unserem vorherigen Beispiel lasst sich % 0.15 fﬁ;‘rmg'l‘ifna‘sﬁemich
x berechnen als: = [2cm;4cm] befindet
Beispiel ‘5 0.10 1
€1spie (Computer!) .‘-cu:; |
P2<z<4)=F(4) - F(2) ~ 0,23 £ 003
= 0.00 =" ——

0o 2 4 6 8 10
Nasenlange (cm)
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Verteilungsfunktion

fx

Stammfunktion
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68-95-99.7-Prozentregel

Um ein Geflihl fiir die Flacheninhalte der Normalverteilung zu bekommen, gilt als Faustregel die 68-95-
99.7-Prozentregel:

= Der Bereich Mittelwert 4= eine Standardabweichung (1 == 10) umfasst 68% der Daten
= Der Bereich Mittelwert &= zwei Standardabweichungen (u = 207) umfasst 95% der Daten
= Der Bereich Mittelwert & drei Standardabweichungen (¢ = 30) umfasst 99.7% der Daten

Normalverteilung

|

Prozent der Falle A3% | 2.14% 13.59%| 34.13% | 34.13% |13.59% w

| '
Standardabweichungen -40 -30 -20 -1o 0 +10 +20 +30 +40

| | | [ | [ [

Kumulative Prozent der Falle 0.1% 2.3% 15|.9% 50:’/0 841.1% 97.17% 99i9%
I T i [ I I I L T [
Perzentile 1 5 10 20 3040 50 60 70 80 90 95 99

Z-Werte -4.0 3.0 2.0 1.0 0 +1.0 +2.0 +3.0 +4.0
T-Werte 2'0 3'0 4'10 éo 6'0 76 ab '
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Vorschau

Im nachsten Schritt kehren wir zurtick zur theoretischen Stichprobenverteilung. Alle Erkenntnisse
uber die Normalverteilung lassen sich auch auf die theoretische Stichprobenverteilung tbertragen.
Dies wird uns bis zum Ende des Semesters zwei wesentliche Methoden der Inferenzstatistik eroffnen:

= Hypothesentestung bzw. Signifikanztestung (u.a. auch Idee des p-Wertes)

= Konfidenzintervalle (Verallgemeinerung des Standardfehlers)

Stichproben-
verteilung

=
<Y
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