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Kurze Erinnerung: beim letzten Mal fanden wir einen
Zusammenhang von TikTok-Online-Zeit und

Entzindungsparametern:
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Bei der Interpretation stellt sich einerseits die Kausalitatsfrage, andererseits, wie stark der
Zusammenhang tatsachlich ist. Da die Pearson-Korrelation lediglich den Grad der Linearitat beurteilt,
fragen Sie sich: um wie viel erhohen sich die Entziindungsparameter pro Stunde zusatzliche Zeit auf
TikTok? Oder umgekehrt: um wie viel erhéht sich die Zeit auf TikTok, wenn die Entzindungswerte um

einen Wert x ansteigen?

Vorlesung 06: Regression



3/28

ssion

Regre

il i 5
A \ -_!
J- y Q'- e ]
| | - i
= = : —
| Lot = H
e [

Bildnachweis?

Vorlesung 06: Regression



Der Forschungsprozess

Auf Basis einer neuen/aktualisierten Theorie
ergeben sich haufig neue Fragen und Hypothesen

Wundern, Raten, Fragen
(best case: bereits eine Theorie)
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Woher kommt der Ausdruck “Regression”?

= Lateinisch »regredi« = ,umkehren, zurickgehen®

= Psychoanalyse: Regression = Zurlickfallen in kindliche Verhaltensmuster

Wir heilen es Regression, wenn sich im Traum die Vorstellung in das sinnliche Bild
zurickverwandelt, aus dem sie irgend einmal hervorgegangen ist.

Sigmund Freud (1900). “Traumdeutung”.

= |n die Statistik wird der Ausdruck “Regression” klassischerweise auf
Francis Galton (Cousin von Charles Darwin) attribuiert, der bereits
1885 ein Phanomen beschrieb, das er regression toward mediocrity
(Regression zur Mitte) taufte

= Das Phanomen bestand darin, dass Nachfahren groRRer Eltern dazu
tendieren, selbst nur durchschnittlich gro® zu werden

= Neuere Forschung zeigt allerdings, dass sich Galton selbst wohl noch
nicht des statistischen Ursprungs dieses Phanomens bewusst war

und eine biologische Erklarung favorisierte?.

Vorlesung 06: Regression
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Regression

= Dem Wortsinn nach ist Ziel der Regression eine abhangige Variable auf eine oder mehrere
unabhangige Variablen zurickzufihren (auf diese zu regredieren)

= Eingangiger ist aber die umgekehrte Formulierung: Ziel der Regression ist es, auf Basis der
unabhangigen Variablen die eine abhangige Variable vorherzusagen oder zu erklaren

= Unabhangige Variable(n) = vorhersagende oder erklarende Variable(n) (“Ursache”)

= Abhangige Variable = vorhergesagte oder erklarete Variable (“Auswirkung”)

Schnittpunkt der Geraden
mit der y-Achse 4

(Ordinatenabschnitt, Intercept) Y Geradengleichung: y = b0+ bIX
! .
A~ Wert der Variablen,
vorhergesagter Wert ——p yl = b0+ bl. xl <4——— die zur Vorhersage
(Schatzung, d.h. kann vom genutzt wird
echten Wert abweichen)

e Datenpunkte

* i Steigung (b,)

@ A mcmmme———————— J
Steigung der Geraden . °
(Regressionskoeffizient, <+ Schnittpunkt mit Y-Achse (b,)
Regressionsgewicht)
Das , Dach” (*) kennzeichnet 0 X >

vorhergesagte Werte

= Beispiel: Studie untersucht Zusammenhang von Lebenszufriedenheit und sportlicher Aktivitat
= Lebenszufriedenheit: unabhangige/vorhersagende/erklarende Variable

= Sportliche Aktivitat: abhangige/vorhergesagte/erklarte Variable
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Regression

Im Gegensatz zur Korrelation bestimmt die Regression nicht die
Linearitat des Zusammenhangs (vielmehr wird dies vorausgesetzt),
sondern die Steigung des Zusammenhangs

Aus diesem Grund ist die Regression (wieder im Gegensatz zur
Korrelation) nicht symmetrisch - die Steigung ist abhangig davon

welche Variable als abhangig und unabhangig deklariert wird.

= Wie wir noch sehen werden, ist es auch nicht gestattet, die
Regressionsgleichung zu invertieren (x; = %j&z — Z—O) — im Allgemeinen
1

ist % nicht die Steigung, wenn die Rollen von X und Y vertauscht werden.
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Y Geradengleichung: y =b,+ b, x

e Datenpunkte

% Schnittpunkt mit Y-Achse (b,)

0 X

4 :

Die Vorhersage/Erklarung von X durch Y geschieht durch S Regressionsgerade
eine Gleichung - die Regressionsgleichung - die im %
Streudiagramm als Gerade eingezeichnet werden kann. 2

Z

~ o

21 %e 0

¢V

2 @ "\ Daten (jeder Punkt =

— ° Versuchpersonen)
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Bestimmung der Regressionsgerade: Methode der kleinsten Quadrate

T A
m Ziel der Regression ist es, die Gerade zu finden, die die Q Regressionsgerade
e qe . . . [
Datenpunkte moglthst gut abbildet — es g.lbt.JedOCh 9 | senkrechte
verschiedene Definitionen dessen, was “moglichst gut” Q Absténde\o
. Y
heil3t g o O
= Die haufigste Variante ist die Methode der kleinsten 5 ¢ |
Quadrate, bei der die Gerade so gewahlt wird, dass die o (! o
. .. . — Daten (jeder Punkt =
Summe der quadrierten senkrechten Abstande jedes b Y25, 2 Versuchpersonen)
Datenpunktes zur Geraden minimal ist Schsen] PP

. Sportliche Aktivitat
= Engl. ordinary least square

= Die einfache Regression mit nur einer unabhangigen Variablen hat zwei freie Parameter, um die
Gerade an die Datenpunkte anzupassen (zu “fitten”):

= y-Achsenabschnitt by (engl. intercept)
= Steigung b; (engl. slope)

= Die senkrechten Abstande der Datenpunkte von der gefitteten Geraden werden Residuen genannt.

= Exakt 0 waren die senkrechten Abstande nur, wenn alle Punkte auf einer perfekten Gerade liegen.

Vorlesung 06: Regression
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Warum weichen die Datenpunkte liberhaupt von einer

Geraden ab?
200 ,

Verschiedene Griinde: Positive Resiuden

(Werte groRer als

vorhergesagt)
180 \
.\

= Variablen korrelieren Uberhaupt nicht ’g
= Einfluss von Storvariablen £
©
T

= Messungenauigkeit

160 Negative Resiuden
(Werte kleiner als
vorhergesagt)

40 60 80 100
Weight (kg)

In der Psychologie gibt es (bis auf triviale Falle) keine perfekten linearen Zusammenhange, d.h. es
verbleiben immer Residuen Avy;:

A

Residuum: Ay, = €; = vU; — y;

20
S

o

Residuum = Differenz von vorhergesagtem Wert g; und tatsachlichem Wert y;
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Streudiagramm bei Regression

= in der Regel UV auf der x-Achse und AV auf der y-Achse

Das Streudiagramm

A .
Abhinei / Regressionsgerade
angige
Variable
o
o
® @
o
o X>
O ® ®
° Unabhangige /
® Variable
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https://phet.colorado.edu/sims/html/least-squares-regression/latest/least-squares-regression_all.html?locale=de
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Totale, erklarte und Residuenquadratsumme

Die Methode der kleinsten Quadrate minimiert 5 4 22 N2
) . (-C:s) (y3 — ¥) i
die Residuenquadratsumme (SQR): 10-
_ A 2 __ ~2 |
SQR—E:(%—%) _E:ei -
y r
Diese wiederum lasst sich in Bezug setzen zur 51
totalen Quadratsumme (SQT) und zur |
erklarten Quadratsumme (SQE): _ )2
| - ' ! ® = Datenpunkt
e — T T T T T Y ¥ } T T T T T T T >
SQR =S5QT — SQFE bzw. z = 10 15 .
— Residuenquadratsumme (SQR): Erklarte Quadratsumme (SQE):
SQT SQT —I_ SQR Summe der Quadrate, die die Summe der Quadrate, die die
Abweichung der Vorhersagen ¥, Abweichung der Vorhersagen v,
M | t von den tatsachlichen Daten vy, vom Mittelwert ¥ beschreiben
beschreiben Totale Quadratsumme (SQT):
Summe der Quadrate, die die
. 92 Abweichung der Datenpunkte vy,
SQE — E (yz — y) vom Mittelwert y beschreiben
—\ 2
SQT = E (yi —v)

Falls alle Punkte exakt auf der Regressionsgeraden liegen (y, = y;) ist die erklarte Quadratsumme
identisch der totalen Quadratsumme (SQ E = SQT) und die Residuenquadratsumme ist 0

Vorlesung 06: Regression
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Bestimmtheitsmal}

= Das BestimmtheitsmaR R* gibt an, wie gut die Datenpunkte durch die Regressionsgerade gefittet
werden (“Anpassungsglite”)

A

= Esgibt an, welcher Anteil der Datenvarianz Vaar(Y’) durch die Varianz der Vorhersage Var(Y)
erklart wird..
5 A \2
,  Var(Y) > (4 —9) _ SQE

R

- Var(Y)  Y(y—g)? SQT

= .. oder aquivalent, den Anteil der erklarten Quadratsumme an der totalen Quadratsumme.

Bei einer einfachen Regression gilt: R? = 72

(QV\Q" Das Bestimmtheitsmal} ist bei einer einfachen Regression also identisch dem quadrierten

Korrelationskoeffizienten zwischen den Variablen X und V!
Lebenszufriedenheit und sportliche Aktivitat haben eine Korrelation von r = 0,8.
Beispiel = Sportliche Aktivitét erklart r? = 0,64 = 64% der Varianz von Lebenszufriedenheit (und umgekehrt).

Vorlesung 06: Regression



Bestimmtheitsmal}
{ R? = 98,92 % -

5_

Beispiele fiir zwei Regressionen mit BestimmtheitsmaR R? = 98,92%
und R? = 57,13%. Selbst das schwéchere Beispiel mit 57,13 wire fir
typische Effekte in der Psychologie noch ein auRerordentlich hoher Wert.?

14 / 28

= Das BestimmtheitsmaR R> gibt an, wie gut sich
die Variable Y mit einer linearen Gleichung
basierend auf X vorhersagen l&sst.

= Der Maximal wert von R? ist 1. In diesem Fall
erklart die lineare Gleichung in X die Daten Y
perfekt.

= Dadas Bestimmtheitsmaf R? angibt, welcher
Anteil der Varianz in den Daten durch die lineare
Gleichung erklart wird, wird es manchmal in
Prozent ausgedruckt (d.h. mit 100 multipliziert;
wie im Bild links). Der Maximalwert von R? ist
dann 100%.

Vorlesung 06: Regression
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Analytische Form der Regressionskoeffizienten (einfache Regression)

Die optimalen Regressionskoeffizienten by (Achsenabschnitt) und b; (Steigung) lassen sich
analytisch herleiten:

Regressions-

koeffizient
- Kovarianz der
Achsen- b L }_/ b X Mittelwert des Regressions- . b . CO'U(ny) ‘ Variablen x und y
abschnitt - 0 — — U] Pradiktors (x) koeffizient 1 — Varianz des
VCL’I“(X) ' Pradiktors (x)
T Mittelwert des

Kriteriums (y)

= Aus den Mittelwerten und der Kovarianz von X und Y, sowie der Varianz von X, lassen sich also die
Regressionskoeffizienten vollstandig bestimmen.

= Auch hier zeigt sich wieder die Assymmetrie der Regression: wahrend bei der Formel fur die
Pearson-Korrelation Var(X)Var(Y) im Nenner steht, ist es beim Regressionskoeffizienten
lediglich die Varianz der unabhibgigen Variable Var(X)

= Wire stattdessen Y die unabhangige Variable, stinde Var(Y') im Nenner, und der
Regressionskoeffizient hatte i.d.R. einen anderen Wert.

= Diesistauch der Grund, weshalb die Regressionsgleichung nicht einfach invertiert werden darf:

1
(.. und ™ im Allgemeinen nicht der Regressionskoeffizient fir Y als unabhangige Variable ist.>

1
Vorlesung 06: Regression
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Zusammenhang Regression < Korrelation

» Folgendener Zusammenhang gilt zwischen der Steigung by und dem Korrelationskoeffizienten 7:

Cov(X,Y) Cov(X,Y) sy Cou(X,Y) sy Cov(X,Y) sy
1= = = = T

Var(X) % Sy  SxS8x Sx  SxSy Sx
= Esgiltalso
Sy Sx
bl = —T bzw. r = —bl
SX Sy

(\"«QQ Sind die Standardabweichungen s x und sy bekannt, kann aus der Steigung b; der Regression
X immer auch der Korrelationskoeffizient 7 bestimmt werden (und umgekehrt).

= Der Ausruck Z—);bl wird auch standardisierter Regressionskoeffizient 3; genannt:

SX
B1=—b
Sy

= Bei der einfachen Regression ist der standardisierte Regressionskoeffizient identisch mit dem
Korrelationskoeffizienten: (B; =r

Vorlesung 06: Regression
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Standardisierter Regressionskoeffizient

Wie gesehen erhilt man den standardisierten Regressionskoeffizienten 5 durch die
. S
Transformation 81 = %bl

Im Gegensatz zu by ist 51 unabhangig von der Skalierung von X und Y (also z.B. ob die Einheit als

cm oder m gewahlt wurde) = B-Koeffizienten lassen sich besser zwischen verschiedenen
Regressionen vergleichen

Defin Standardisierung einer Variable X'=Variable X durch ihre Standardabweichung s x teilen
ition  Die Variable X hat nach der Standardisierung die Standardabweichung s x = 1.

Wurden sowohl X als auch Y vor der Regression standardisiert, also sx = sy = 1, so sind die
Regressionskoeffizienten automatisch standardisiert:

S 1
Bi="2b = b =b
Sy 1

A

Interpretation im Kontext der Regressionsgleichungen Y = by + b; X  bzw. Y = Bo+ L1 X

b1 Um welchen Wert andert sich Y bei einer Anderung von X um den Wert 1?

B1 Um welchen Wert dndert sich Y bei einer Anderung von X um eine Standardabweichung s x?

Vorlesung 06: Regression
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Herleitung der Regressionskoeffizienten

= Die Methode der kleinsten Quadrate entspricht der Minimierung der quadratischen Residuen:

SQR = Z (G —)* = Z (bo + biz; — y;)° = min

= Um das Minimum von SQR in Abhéngigkeit von by und by zu finden, setzen wir die Ableitungen von

P

SQR nach den Parametern gleich Null (Infinitesimalrechnung@Schule &)

= Zunachst leiten wir SQR nach by ab (Kettenregel):

dSOR
dby > 2(bo +bimi —yi) = 2nby +2 > (brw; —y;) =0

Hbo:%Z(yz'—blwz‘):%Zyﬁ—I;—lzwizy_—b@

... jetzt bendtigen wir noch b

Vorlesung 06: Regression
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Herleitung der Regressionskoeffizienten

= SQR nach b; ableiten und gleich Null setzen:

dSQR

dbl 22 bo + bi1x; — yq, _2b02$¢+2blzx _2szyz_0
WY b i (by einsetzen iY; i ;

Hblzzmyz_ OZCU (b :t )Za:y _yzx b wZCE

Sa2 o yal Yo yar L na?
» Alle by -Terme auf die linke Seite bringen und einige Umformungen vornehmen:

b, _blizﬂfi _ 2wy Y2
g Ym Y

by (1 5323%) _ Zici% —:tJch,-

> a? >
2T T3w\ Ty — YO
d>ox Y oa? > T
Z:ﬁ—waZ szyz—y_zwz
> > T
—_ - I 1 Ty
by = PEH YTy — YT _ P TiY — YT (Daind) I TY; —NEY g w 2 TiY — LY
1= — — — - _ - —
Sal-zy > T PIEAE DI > a? —nz aal -
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Herleitung der Regressionskoeffizienten

m Zwischenergebnis:

LN @iy — Ty
O T

= Um zu erkennen, dass der Zahler der Kovarianz und der Nenner der Varianz entspricht, betrachten
wir nochmal die Formeln der (Ko)Varianz:

by =

Cov(X,Y) = — Z(af@ —z)(y —y) = %Z(l’z% — Ty — YT+ aY) = %sz% —y_%Zl’i —i’% Zyi +xy =

n
v Lw=z) 1 1
E = y>—szyZ—y‘aé—@+@:;sz% 7y
1 L, 1 1 1 L
Var(X)Zg T; — ) :52(;{32—291:@-31:4—;1;):gZx?—chZxZ—kw =
( Z:L’ 33

= Esgilt also tatsachlich:
Cov(X,Y)
Var(X)

Vorlesung 06: Regression
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Intuition hinter der Regressionssteigung

= Die Formel fiir die Steigung bei der einfachen Regression
o Cov(X,Y)
b Var(X)

.. erinnert an die Formel der Korrelation, bei der die Kovarianz ebenfalls standardisiert wird (mit lesy )

= Der entscheidende Unterschied ist, dass bei der Korrelation eine Standardisierung bezuglich beider
Variablen vorgenommen wird, bei der Regression aber nur bezuglich der unabhéngigen Variable.

= |n der Folge wird bei der Regression folgende Frage beantwortet:

Was ist die Auswirkung einer Anderung der unabhéangigen Variable X um 1 (einheitslos!) auf die
abhangige Variable Y (in deren Rohwerteinheiten!).

= Auch hier wird wieder deutlich, dass bei der Regression eine feste Rollenverteilung vorgenommen
wird: nur die unabhangige Variable wird standardisiert.

= Da die Steigung also von der Varianz der als unabhangig deklarierten Variable abhangt, ist es nicht
zulassig anzunehmen, dass % einfach die Steigung wére, wenn Y die unabhéangige und X die
abhangige Variable ist. Fur die umgekehrte Steigung mussten wir schlieflich auch die Varianz von

Y beriicksichtigen!
Vorlesung 06: Regression
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Beweis, dass R? = r? bei einfacher Regression

= Ausgestattet mit der Formel fiir den Regressionskoeffizienten, lasst sich nun auch beweisen, dass
bei der einfachen Regression gilt:  R? = r?

s Var(Y) X0 =9 Gmterbim) w2 [(bo +biz) = (bo + 0 @) X (i — biz)’

R

- Var(Y) Var(Y) (§=bo+b, &) Var(Y) Var(Y)
1 —\2
- Ti— T Var(X . |
_ 2 2. ( ) _ b% ar(X) (NB sieht man, dass gilt: ~ Var(Y) = b2Var(X)
Var(Y) Var(Y) /
. Nunb, — Cov(X)Y) . tzen:

R _ Cov*(X,Y) Var(X) B Cov*(X,Y)
- Var!(X) Var(Y) Var(X)Var(Y)

= Vergleiche mit r?:

2 Cov(X,Y) ] _ Cov?(X,Y) Cov?(X,Y)
SXSY

§% 8% N Var(X)Var(Y)

Vorlesung 06: Regression



Ausblick: Multiple Regression

= Gibt es mehr als eine unabhangige Variable (auch Pradiktoren genannt), handelt es sich nicht mehr
um eine einfache Regression, sondern um eine multiple Regression:

1. Pradiktor 2. Pradiktor USW.

N/

Y — bO +b1X1 +b2X2 +

/7 N

Konstante Koeffizient fiir den Koeffizient fiir den
ersten Pradiktor zweiten Pradiktor

» Jeder Pradiktor X7, X, ... X, hateinen eigenen Regressionskoeffizienten by, by, ... b,

= Multiple Regression wird ausfuhrlich in Statistik 2 behandelt.

Vorlesung 06: Regression
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“Formula Notation”: Formalisierung von Regressionsmodellen

= Da Regressionen heute auschliefdlich mit dem Computer berechnet werden, hat sich eine eigene
Sprache etabliert, um Regressionsmodelle zu definieren (bekannt als Formula Notation):

[ Unabhangige Variablen (Independent Variables)j

{ y-Achsenabschnitt } l l
v N
DV o 1+ IVI+1IV2+ .. = ¥V =by+ b X1 +boXo + ...

T [Trennt abhangige und unabhangige Variablen]

[ Abhédngige Variable (Dependent Variable) }

= DerAusdruck “Dv ~ 1 + IV1 + IV2” kann der Statistiksoftware als String Ubergeben werden;
so wird definiert, welches Regressionsmodell gerechnet werden soll.

= DV, IV1, IV2 sind dabei die gewahlten Variablennamen — beliebige Ausdriicke sind moglich

x “satisfaction ~ 1 + physical_activity”

Dies ware eine mogliche Definition unserer einfachen Regression mit sportlicher Aktivitat als unabhangiger und
Lebenszufriedenheit als abhangiger Variable.

Beispiel

Vorlesung 06: Regression
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Regression: Erklarung versus Vorhersage

Erklarung

Vorhersage

Ziel

Zusammenhange zwischen Variablen
untersuchen:
- Hangen die Variablen X und Y zusammen?
- Ist der Zusammenhang positiv oder negativ?
- Wie stark ist der Zusammenhang?

Wie gut kann Variable Y durch Variable X
vorhergesagt werden?

Interessante GroRe Steigung b, BestimmtheitsmaR R?
A TA
e <
S ° o © S
o o ae]

. ® {

Visuelle £ ° =

Hervorhebung der 2o o ok 2

interessanten GroRe S| g3
=% [ ] -

>
Sportliche Aktivitat

>
Sportliche Aktivitat

Beispiel

Regression von Lebenszufriedenheit auf
sportliche Aktivitat. Der Regressionskoeffizient
seib; = 0,5.

- Der Zusammenhang ist positiv.

- Eine Erhohung von sportlicher Aktivitat um
den Wert 1 fuhrt im Schnitt zu einer Erh6hung
der Lebenszufriedenheit um den Wert 0,5.

Vorlesung 06: Regression

Regression von Lebenszufriedenheit auf
sportliche Aktivitat. Das Bestimmtheitsmal} sei
R?2 =0,4.

- Sportliche Aktivitat hat eine gute
Vorhersagekraft fur Lebenszufriedenheit.

- Sportliche Aktivitat erklart 40% der Varianz
von interindividueller Lebenszufriedenheit.



[[ Zusammenfassung ] ]

= Die lineare Regression erweitert die Korrelation zu einer Vorhersageanalyse:
wenn Variablen korrelieren, lasst sich eine Variable aus der anderen
vorhersagen.

= Die Vorhersage basiert auf einer Regressionsgerade, die alle Datenpunkte so
gut wie moglich reprasentiert.

= Die Regressionsgerade wird durch den Achsenabschnitt by und die Steigung
b; beschrieben.

= Die standardisierte Form des Steigungs-Koeffizienten wird Beta oder Beta-
Gewicht genannt und ist identisch dem Korrelationskoeffizienzen (bei
einfacher Regression).

= Das BestimmtheitsmaR R? bemisst die Vorhersagegenauigkeit der
Regression.

= Die Regression kann sowohl der Vorhersage einer Variable Y auf Basis einer
Variable X dienen, als auch der Erklarung bzw. Beschreibung eines
Zusammehangsvon X und Y.

Vorlesung 06: Regression
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Sie fuhren nun eine Regressionsanalyse bezlglich des
Zusammenhangs von TikTok-Online-Zeit und Entzindungswerten
durch. Einmal mit TikTok-Online-Zeit und einmal mit
Entzindungswerten als unabhangiger Variable:

Entzindungswerte
= o =
= M L

=
o
Stunden TikTok / 24

0
0 3 00 01 02 0.3
Stunden TikTok / 24 Entzindungswerte

Es zeigt sich, dass 1 Stunde =zusatzlicher TikTok-Konsum mit einer Erhoéhung des
Entzindungsparameters um 0,043 verbunden ist. Umgekehrt ist eine Erhohung des
Entzindungswertes um 1 mit 4,04 Stunden — bzw. etwas praktikabeler, eine Erhdhung des
Entzindungswertes um 0,1 mit 0,404 Stunden (24 Minuten) — verbunden.

Diese “rohen” Effektstarken zeigen: es handelt sich um ein substantiellen Zusammenhang!

Vorlesung 06: Regression



FulRnoten

1. https://flowingdata.com/2014/06/25/duck-vs-rabbit-plot/
2. Krashniak A, Lamm E (2021) Francis Galton’s regression towards mediocrity and the stability of types. Studies in History and Philosophy of Science Part A 86:6-19.
3. https://de.wikipedia.org/wiki/Datei:R2values.svg
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